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� � 摘 � 要: � 参考已提出的各种变异算子,提出了基于 t 分布变异的进化规划.在该算法中, 使用 t 分布将高斯分布

和柯西分布衔接起来,改变自由度 n 可以调整其变异性能. 通过仿真得到了 t 算子随 n 和� 变化的一般规律, 初步总

结了进化代数、变异尺度和求解精度三者之间的关系.在此基础上, 给出了一个基于 t算子的自适应性进化规划算法,

该算法将高斯变异和柯西变异的优点结合起来, 仿真表明算法具有良好的性能.
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Abstract: � Consulted some previous mutations, this paper proposed an evolutionary programming( EP) using mutations based

on the t probability distribution( t EP) . The t probability distribution can connect with Gaussian and Cauchy probability distribution.

Its variance is changeable by adjusting degree of freedom n . Rules of t mutations according to the change ofn and standard devia�
tion are analyzed by simulations, and the relationship among number of generations, standard deviation and minimum fitness are

briefly summarized. Then an EP using adaptive t mutations( At EP) is put forward at the end. The AtEP uses several t mutations with

different n at the same time, so it can integrate the advantages of Gaussian and Cauchy mutation. And simulation ev idence shows the

algorithm is better than classical EP algorithm.
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1 � 引言

� � 进化算法(Evolutionary Algorithms, EA)借鉴生物界自

然选择法则、遗传机制,模拟生物进化过程以解决函数

优化、神经网络结构优化、模式识别与系统辨识等问

题[ 1~ 3] .进化规划( Evolut ionary programming, EP)是 EA中

的代表算法之一,由美国 L. J. Fogel 提出, D. B. Fogel等

作了改进,逐渐得到广泛的应用. EP的进化操作主要依

赖突变[ 4] ,直接利用实数编码,表述问题更加自然,搜索

过程比较平稳,适用于 TSP、神经网络学习、模式识别等

问题[ 5~ 7] .本文参考 EP常用的几个变异算子,提出基于

t 分布的变异算子.通过改变自由度 n ,算子变异幅度

可在高斯和柯西算子之间变化,局部开发和全局探索能

力两者权重可变.对典型算例的仿真证明, 该算子在进

化计算中有良好的灵活性.

2 � 进化算子

2. 1 � 高斯算子和柯西算子

高斯算子的使用起源于进化策略 ( Evolution Strate�
gies, ES) [ 8, 9] ,并被推广到 EP等其他算法中[ 10] . 标准高

斯分布密度 N ( 0, 1) 的期望为 0, 方差为 1.受快速模拟

退火算法的启发, Yao等用柯西算子代替高斯算子, 以

产生更大的变异
[ 11]
.标准柯西分布概率密度 C ( 0, 1)的

期望不存在,方差无限大.文献[ 12]认为使用柯西算子

的 FEP较传统 EP有一定的优点.

标准高斯分布和柯西分布的方差相差相当悬殊,性

态上表现为高斯算子局部开发能力较好,柯西算子全局

探索能力较好.为综合利用两者优点, 陆续提出了平均

变异、混合变异等改进方法,尝试将两者优点结合起来,

提高算法的灵活性和求解效果[ 12~ 14] .如文献[ 15]将高
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斯和柯西算子卷积结合得到平均算子; 而文献 [ 16 ]指

出,实际高维计算中平均算子和柯西算子基本一样,不

具备类似于高斯算子的局部搜索能力.

2�2 � L�vy算子

L�vy(莱维 )分布的概率密度函数为: L�,  ( y ) =

1
!�

 

0
e-  q

�

cos ( qy ) dq , y ! R. 在  = 1 下, �= 1 得到

C( 0, 1) , �= 2对应于 N( 0, 2) .文献 [ 17] 将 L�vy 分布引

入到 EP中,通过改变 �值来获得不同的变异算子.通

过仿真,LEP收敛效果好于 GEP.但编制 L�vy算子是较

为困难的.文献 [ 18 ]提出的生成服从 L�vy分布的随机

数算法要求随机数数量不能太少.文献[ 17]提出的方法

可以产生服从 0�8< �< 1�95 的 L�vy分布随机数,但仍

然不能产生高斯分布.

3 � t分布

� � t 分布又称学生分布,由英国戈塞特 ( Gosset W S)

提出,费西尔( Fisher R A)给出严格推导,开创了小样本

统计理论的先河[ 19, 20] . t 分布含有参数自由度 n, 方差

均大于 1; n ∀ 2时,方差不存在; n> 2 时,方差为
n

n- 2
.

t ( n #  ) #N( 0, 1 ) ,一般 n ∃30 两者偏离可以忽略;

t ( n= 1) = C( 0, 1) .即标准高斯分布和柯西分布是 t 分

布的两个边界特例分布.

4 � t算子

� � 伽玛( Gamma)函数 ∀ ( n)在定义域内是连续线性取

值, t ( n)函数在数学上也是 n 的连续函数.将 n 在定义

域内拓展到正实数,构造出 t 算子并引入到 EA中. t 算

子可以衔接高斯算子和柯西算子,改变 n 值可以获得

更多不同变异幅度的算子.不同于 L�vy算子,只要 n 取

到很大, t 算子可以非常逼近高斯算子.

5 � 基于 t 分布的进化规划算法

� � 标准 t 分布的方差与自由度 n 有关, t 算子的变异

能力需要使用 �和 n 两个参数来衡量. �越大、n 越小,

算子变异能力越大. 构造基于 t 分布变异的进化规划

( Evolutionary Programming using mutat ions based on the t

probability distribution, tEP) ,选取若干 n 值,通过对一些

测试函数的极值运算来了解 t 算子的特点及从高斯变

异向柯西变异过渡的演变情况.

5�1 � 实验设定

算法流程如下:

( 1)参数初始化.设置种群个体数目 N( N 取为偶

数) ,随机竞争个体数目 q, 最大进化代数 Kmax, 选取 t

算子自由度 n,选取变异尺度 �,设置进化终止条件;

( 2)种群初始化,在问题的可行解空间中随机产生

N 个个体作为初始种群X 0;

( 3)终止进化判断. 满足给定条件则停止进化, 输

出计算结果;否则转步( 4) ;

( 4)变异产生后代. 个体按照如下方式进行变异,

且各维算子相互独立;

x j
m+ 1= xj

m+ �m%T j ( n) ( 1)

( 5)重组 x j
m+ 1、x

j
m 组成临时种群X + ,计算 X+ 中个

体的适应度,进行随机 q 竞争,选取排在前 N 位的个体

组成新的种群Xm;

( 6) k= k+ 1,转步( 3) .

约束函数设为:

if xm> 定义域上限, then xm= xm
- (定义域上限- 定

义域下限) %Z; Z为整数.

if xm< 定义域下限, then xm= xm
+ (定义域上限- 定

义域下限) %Z;将数值映射到定义域内.

参数选取: N = 40, q = 0�85N, K max= 2000, n= 1、

1�5、2、2�5、3、30、50, 补充高斯变异( n #  ) ; 达到最大

代数停止进化. 为体现进化与 n 的关系,令 �m= �0为

若干定值.选取如下目标测试函数,维数分别取为 30、

30、30、30、30、2.

f 1: F( x ) = &
N

i= 1

x 2i, � x i ! [ - 1000, 100] ( 2)

f 2: F( x ) = &
N

i= 1
&
N

j = 1

x2j , x i ! [ - 1000, 100] ( 3)

f 3: F( x ) = &
N

i= 1

x i* sin( | x i | ) , x i ! [- 500, 500]

( 4)

f 4: F( x ) = &
N

i= 1

( x2i - 10cos( 2!x i ) + 10) ,

x i ! [ - 512, 512] � ( 5)

f 5: F( x ) = - 20exp - 0�2 1
N &

N

i= 1

x
2
i
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- exp
1
N &

N

i= 1

cos( 2!x i) + 20) + e,

x i ! [ - 32, 32] � ( 6)

f 6: F( x ) = 4x21 - 2. 1x 41+
1
3

x 61+ x1x 2- 4x 22+ 4x 42,

x i ! [ - 5, 5] � ( 7)

5�2 � 试验结果

多次独立试验后将各函数的进化计算过程作图.

其中横坐标表示进化代次, 纵坐标表示种群平均适应

度函数值.在选定的测试函数中, f 1 和 f 2 只有一个极

值, f 3~ f 5具有非常多的局部极值, f 6具有不多的几个

局部极值.

对于 f6 等低维仿真计算,各 t 算子都能够以较快

的速度和精度收敛到最优值附近.重点对其他高维计

算进行仿真分析,以对 f 4仿真为例,清晰地比较出高斯

变异到柯西变异的过渡演化.由图 2,较大 n 值的 t 算

子与高斯算子性态较接近,这与数理统计中 N 较大时

t�( n) ∋ u�吻合; n= 1~ 2的 t 算子方差均不存在, 但高

n 值时方差是低 n 值时的低阶无穷小,各求解曲线相互

距离较大. n 越小,算子性态差别越大,最终限制到柯西

算子; n 越大, t 算子性态过渡趋缓,最终限定到高斯算

子,求解曲线愈加接近.取较小的 n 可获得介于高斯和

柯西中间的变异.

设进化曲线在零进化代次位置为首部,直观地将

进化曲线体现的普遍规律描述如下.

纵向比较 �.随着 �增大,各算子的函数进化曲线

尾部自右上方逐渐向左下方垂落.存在与 x 轴平行的

某条目标求解精度基准线,各曲线靠近基准线后反弹,

精度变差.且精度基准线随 �的增大而升高.

横向比较 n.随着 n 增大,各算子进化曲线尾部依次

垂落, n小的进化曲线最先下垂,进入收敛;各曲线靠近基

准线后依次反弹, n 小的进化曲线先反弹且上升最高.

5. 3 � 仿真实验机理分析

在确定的维数及 Kmax下, 针对采用定值 �、n 的

tEP,考察其种群的平均函数适应度变化.

(1)存在 �min,当 �< �min时,变异步长太小, 所有算

子都无法使个体向最优解靠近,是(零)收敛变异.

(2) �> �min,由于 t 1算子容易大变异,算法克服小

步长 �的约束开始靠近最优解,在有限的进化代数内,

当 �= �K max
, t1 算子在进化末期达到最好的求解精度.

在 �min< �< �K
max

,其他各 tn 算子依照 n 增大顺序依次

克服小�的约束逐渐向最优解靠近.

(3) �> �Kmax
,由于 �较大,种群中个体与全局极值

间的距离不能进一步缩小, 整个算法可实现的最佳求

解精度变小. t 1算子的综合变异能力太大,求解精度最

先变差,相邻的 t 算子相对继续寻优,结果 t 1算子的进

化效果反而差于 t1+ #n算子. �再增大, 各 tn 的求解精

度陆续差于 tn+ #n算子.

∗�∃�t(  )后, t  算子方差最小,求解精度相对最

高,各算子的收敛效果按照 n 减小顺序依次变差.

如图 3,如果将 �看作反馈控制系统中的输入,每

次变异为一次脉冲,测试函数为被控对象,求解精度为

系统输出,变异算子为校正装置中的 PID控制器.则:

( 1)自由度小的 t 算子具有较强的微分作用, 对较小的

�脉冲产生的变化较微弱的输入响应速度快,产生较明

显的控制输出, 求解精度提高得快,算子有快速性. 在

较大的 �脉冲产生的变化较强烈的输入下,微分作用

较强,系统的超调量增大, 系统的动态求解过程不平

稳,误差大,求解精度不高.

( 2)自由度大的 t 算子具有较强的积分作用,对 �

脉冲产生的变化响应与前者正相反,算子有稳定性.

文献[ 21]将不收敛情况区分为两种不收敛,在 t 算

子仿真进化中表现为在较小的 �下, n 大易使种群形成

第一类不收敛,反之会实现较佳的寻优精度,说明第一

类不收敛受 n 影响较大; 在较大的 �下, 不论 n 大小,

种群的求解精度都不是很高, 种群均会形成第二类不

收敛,说明第二类不收敛受 �影响较大.

可以看出,自由度 n 与 �均会影响 t 算子的进化效

果,与所设定的进化代数、�、种群规模、维数及函数性

质等有关,没有某一确定的 tn 算子在算法中能获得最
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好的进化效果. t 算子的两个极限: 柯西算子和高斯算

子不是在所有的进化过程中均能表现出最好的性能.

由图 4,对设定的进化代数,求解精度随 �增大先

变好后变差, 对应一个 �min , 小于此值, 无论进化多少

代,都不能开始收敛,超过 �K max
后, 求解精度开始变差;

对设定的 �,进化代数越多,最终求解精度越高;对应进

化代数增加,能获得的最佳求解精度相应的 �Kmax
越小.

6 � 基于 t 算子的自适应性进化规划算法

� � 借鉴文献[17]的 ALEP方法,构造基于 t 算子的自

适应性算法(A tEP) ,并检验其求解效果.各子算子在同

一父体下依照自身的变异特性生成不同的新个体, 由

算法动态选择较优的个体作为子代,进入下一轮进化.

反复依此操作,以取得较单一算子算法更好的效果.选

用的算子有 t 1、t1. 5、t2、t 2. 5、t3、t20+ k ( k为进化代次) ,各

算子产生不同的个体, 依据适应度择优选择作为子代,

进入下轮进化.为与普通算法作比较,文献[ 17]提出自

适应算法按比例缩减种群规模,但前提是种群规模仍

然较大( 100) .这里按照变异后待 q 选择个体规模等量

原则来确定算法的初始种群规模( 80/ 7) .

从图 5 可以看出,与单一 t 算子表现的进化规律不

同, AtEP基本保持在最佳的收敛状态.在进化初期向极

值周围收敛很快,在 tEP 需要较长的进化周期才能获

得的精度,A tEP在较短的进化周期就可以获得,提高了

进化的快速性. 在进化后期, tEP最佳求解精度仅对应

于某个 n, AtEP均能获得较好的结果,具有较强的鲁棒

性.

相同条件下,通过设置多个自由度,A tEP的表现至

少不比 tEP差, 同样验证了在目标问题未明确的前提

下,在算法中保持多个自由度或尺度是较为合适的,类

似的情况在文献[ 17]已进行了较深入的讨论.

7 � 结论

� � 本文提出基于 t 分布变异的进化规划,通过对典型

测试函数的仿真分析,初步了解 t 算子随自由度n 和变

异尺度 �值变化体现的一般变异规律, 并总结了变异

尺度、进化代数和求解精度三者关系. t 算子能实现在

高斯算子和柯西算子之间平滑过渡, 且统一了后两者

的表达形式,使用方便、容易[ 22] .结果表明,选择合适的

n 与 �来构造自适应变异算法,可以获得优于高斯变异

和柯西变异的整体优化效果.
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